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1. はじめに 

非均質媒質（大気）に対する 3次元拡

散方程式を第Ⅱ稿で導いた。ここではそ

の解を求める。 

 

2. 非均質媒質拡散方程式の解 

大気密度を考慮した非均質媒質の 3次

元拡散方程式は， 

 

 

 

 

 

0

0

2
2

2

0

0

0

, , , ,

, , , ,

{
4

, , , ,1 0
} .

0 0 , , , ,

s

Z E t

t z Z E t

A B E

C E E

Z E t

Z E t



 

  




 

 

 
    

        
 

     
          

 
   

   
   

 

 

(2.1)にいくつかの変換を施して解を 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

求める。 

 

2.1. フーリエ変換 

(2.1)の両辺に  exp i x i を乗じて

フーリエ変換を行うと 
2 2 2

1   

2 2

2   の演算が実行できる。 
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(2.2)の解をフーリエ逆変換して求められ

る  ,  を で積分すればラテラル分布

関数  2 2,  が得られる： 
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cose e ,i x i xdx xdxd     

および 
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ここに  0J x  は 0次のベッセル関数。 

ラテラル分布関数は    ,0 , ,0f x g x を

ハンケル変換 して得られる。しかし 

(2.2)で 0  とおいて  ,0 ,f x  ,0g x

を求めることはできない。 に関する微

分，x   ，が含まれるからである。

これを消去する 1次変換を考える。 

 

2.2.  (2.2)の 1次変換 
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 ------------------------------------------------------------------ 

※) 2πを除いた(2.3)の積分をハンケル変換と呼ぶ。 

※ 
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ここで 
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 xと は同じ向きをもつから も同じ

向き。よって  x z     と表すこと

ができる。    t x z     （ 0 

はあとで   0t   として実現する）。 

t を単にtと記し， ,f gを  , ,f E x t ，

 , ,g E x t と表す。 

 微分方程式(2.2)は 1次変換によって(2.4)

になる。 
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2.3. メリン変換 

(2.4)をメリン変換すれば , ,A B C   の 

演算が実行される。1)     

関数  f E のメリン変換はs を複素数と

して次式で定義される： 
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さて，(2.4)にメリン変換を施す。
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微分方程式(2.4)はメリン変換によって差

分微分方程式(2.5)に変換される。 

(2.5)に  1, ,g s x tM ,  2, ,g s x tM と

いう項は含まれないが式を見やすくする

ために挿入する。数式の意味は損なわれ

ない。 

(2.5) 

(2.4) 
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3. 差分演算子の導入と鈴木-Trotter 

公式 

3.1. 差分演算子    

差分演算子を導入する： 
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ここで略記を導入する。 
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このとき(3.2)は， 
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3.2.  鈴木-Trotter公式 

非可換行列をもつ微分方程式(3.3)の解は

鈴木-Trotter公式 2) ,3)を用いて表される： 
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初期条件を電子光子の同時入射とする。 
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 ,f g は次式で表される。 
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行列  , kR x t と  Q s は可換であるから

それぞれの指数行列は一つに纏められる

（すなわち散乱項と電離損失項とは重ね

合わされる）。 
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この指数行列を展開しnとすれば 
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ここで，sの原点を項別にずらすことがで
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M

 

このことから次の定理が成立する。 

『メリン逆変換と sの原点移動を組みに

すると，右側へ演算する演算子を左側へ

演算する演算子に置き換えることができ

る』  

 

3.3.  演算子  

定理の内容は次式を意味する： 

        1 1 , 1,2 .
kk

f s f s k    

は左側へ演算する差分演算子： 

     1 ,f s f s f s     

    1 .
k

f s f s k                                                

 s をスカラーとすると 

    

    

1

1 .

k

k

s f s

f s s k

 

 



  
 

ずらし演算子を用いると， 
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  

 

 
   
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
 

この規則を一般化すれば次に示す解(4.1)

が得られる。 

 

(3.7 )   

 (3.7) 

(3.7 )  
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4. 解( f, g )  

 
 

 
 

  
 

   

 

22 2
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, , , 1
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lim {e

e } .
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tE x s
Q tn EE z t
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s

P s t

s

f Z E x t ds

g Z E x t i E

E E

W E

 
  







     
 
 

 

 
 

 

 

 
 
 
 



 

散乱項と電離損失項が重ね合わされた

(4.1)は直感的に分かりやすい構造をもつ。

この構造は解を正しく表現するが数式計

算には不向きである。なぜなら，指数部

分を展開し極限をとれば多重積分が現れ

る。積分は電子の経路に対応する。経路

の数は多重度とともに 2 の累乗で増大し，

経路は錯綜していく。その一つひとつを

辿る計算は極めて煩雑だからである。そ

こで次の樹形モデルを考える。 

 

5.  樹形モデル 

(4.1)の計算が煩雑になるのは 2つの過程

が重ね合わされて（すなわち並列して）

いるからである。計算を簡単にするため

に樹形モデルを導入する。これは，入射

粒子が引き起こすカスケード過程を幹（3

次元 A近似散乱過程）とし幹から派生す

るカスケード過程を枝（1次元 B近似電

離損失過程）とするモデルである。つま

り（散乱過程と電離損失過程が並列した

形でなく）散乱過程のあとに電離損失過

程が直列するという形である。電離損失

のあとに散乱は考えない。よって次式の

ように表現できる。 
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, .t t m t n   

ここで(4.1)指数部の  1s
E


  を

  1 1s
E


   に書き換えた。 

 

6. 漸化式 

6.1. 散乱過程の漸化式 

散乱過程を m回経た世代を
0m と記す。 

  
 
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 
 
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   

 
  

 
 



 
e
P s t

の表式を補遺に示す。 

    
 0 0

0
lim , , , .m m
t

t
s t s t

z t


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(5.1) 

(4.1) 
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6.2. 電離損失過程の漸化式 

散乱過程をm回経たあと電離損失過程を

n回経た世代を mn と記す。 

   

 

00
0

0 1

, 2 ,

, .

t

mn

mn

s t s m n t t

Q s t dt
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
 

初期条件は  0 ,m s t ． 

e eにおける  ,mn s t の計算を第Ⅳ稿

補遺 A2に示す。 

 

6.3. 解の表式 

大気密度を考慮した拡散方程式の解は次

式で表される。 
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補 遺  exp(P(s)t)の表式 
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 P s の対角化行列 1,S S  ， 
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